Kapitola 5

Hilberttv prostor

5.1 Zakladni vlastnosti

Historicka poznamka 5.1.1. Prostor X se skaldrnim sou¢inem je strukturou na line-
arnim prostoru s ,nejsilnéjSimi“ axiomy. Je to normovany linedrni prostor, v némz je
norma definovana pomoci tzv. skaldrniho soucinu. Proto v ném mutzeme vyuzivat vsech
poznatk, se kterymi jsme se v ramci metrickych prostori nebo normovanych linedrnich
prostorti seznamili. Skalarni sou¢in umoziiuje zavést v prostoru se skaldrnim soucinem
navic kolmost (ortogonalitu) prvki. Je-li tento prostor navic uplny, budeme ho nazy-
vat Hilbertav prostor. D. HILBERT (1862 — 1943) polozil zaklady studia této struktury.
Vznik teorie abstraktniho Hilbertova prostoru se vSak klade az do r. 1927 a je spojo-
van se jménem J. VON NEUMANN (1903 — 1957). Latka o Hilbertové prostoru patii do
tzv. funkciondlni analyzy a je vykladana v mnoha ucéebnicich vénovanych této abstraktni
¢asti analyzy. Struény vyklad nejdilezitéjsich vysledkt lze nalézt napt. v [44] nebo [43].

Definice 5.1.2. Necht X je linearni prostor nad télesem K redlnych nebo kom-
plexnich ¢isel s bindrni operaci (-, - ), kterd ma néasledujici vlastnosti:
Pro vSechna z,y,z € X a vSechna «, § € K plati

(1) (z,z)>0, (2) (z,z) =0 pravé kdyz x =0,
B) (zy) =), @) (ax+PBy 2)=alz,2)+06(y,z2).

Pak fikdme, ze dvojice X spolus (-, -) tvoii prostor se skaldrnim soucinem (nékdy
téz unitdrni prostor). Operaci (-, -) nazyvame skaldrni soucin na X ).

Polozime ||z|| := /(z,2), z € X a ukdzeme, Ze takto definovana funkce je
opravdu norma na X, jak to odpovida pouzitému oznac¢eni béZnému v teorii nor-
movanych lineadrnich prostort. Skutec¢né, pfimo z vlastnosti skaldrniho soucinu
a definice normy plyne, Ze pro vSechna z € X je ||| > 0, pficemz ||z| = 0,
pravé kdyz « = 0. Pro vSechna z € X a o € K je téz |lax|| = |a]||z|. K dikazu
trojuhelnikové nerovnosti pro normu si pfipravime uzitecné lemma.

Lemma 5.1.3 (Schwarzova nerovnost). Je-li X prostor se skaldrnim souci-
nem, pak pro vsechna x,y € X plati

(@, 9)| < [l=]]-llyll ; (5.1)
rovnost v (5.1) nastdvd, prdvé kdyz jsou proky x,y € X linedrné zdvislé.

Diikaz. Pro x = 0 nebo y = 0 plati v (5.1) dokonce rovnost a z, y jsou linedrné
z&vislé. Nerovnost rovnéz trivialné plati pro (z,y) = 0.Pfiy #0,2 € X aa € Cje

0< (v —ay,z—ay) = |z]* - aly, ») —alz,y) + oaly|*. (5:2)

1) Jde o dalsi licenci, logi¢té&jsi by bylo fikat skaldrni soucin na X x X.
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Volme a = (x,2)/(y, ) a dosadme do predchozi rovnosti; tak dostaneme
[ —

0 < [l = fll* — fl=I* + (5:3)

z ¢ehoz jiz plyne (5.1). Jestlize plati v (5.1) rovnost, plati postupné v (5.3) a také
v (5.2), tedy * — ay = 0, neboli x = ay a x, y jsou linedrné zavislé. Abychom
ukdzali, ze v (5.1) nastava rovnost, pravé kdyz jsou z, y linedrné zavislé, zbyva
vysetfit pfipad nenulovych zavislych x, y. Pak existuje § € C tak, ze x = [y a je

|Gz, 9)| = 1By, v)| = 18] - (. )| = 1Byl - lyll = [l - lyll

a tedy v (5.1) plati rovnost. Tim je dikaz tvrzeni dokoncen. O
Lemma 5.1.4 (trojuhelnikova nerovnost). Je-li X prostor se skaldrnim sou-

dinem a poloZime-li ||z|| := +/(z,x), x € X, pak pro kaZdé dva prvky z,y € X
plati

Hlzll =Nyl | < llz £yl < [lz] + [yl (5.4)
Diikaz. Podle (5.1) plati
le+yl? =@ +y.z+y)| < (@2)+ (2, 9)] + (v, 2)| + (4, 9) <
2
< lzll® + 2flz (|- Iyl + lwli* = (lzll + lyll )~
7 ¢ehoz dostaneme odmocnénim
|z +yll < [lz] + llyl - (5.5)

Uvaizme dle, ze plats [lal] = la-+y—yl| < -yl + ], a tedy 2]~ ] < =44l
Ze symetrie dostavame stejny odhad pro ||y|| — ||z]| a spojenim obou

[l = Iyl < llz +yll; (5.6)

nyni staci jesté uvézit, ze ||yl = || — y||- Tim je trojihelnikova nerovnost (5.4)
dokézana. O

Dusledek 5.1.5. Funkce x — ||z|| := /(z,x), x € X definuje na X normu.

Definice 5.1.6. Prostor se skaldrnim souc¢inem, ktery je vzhledem k normé timto
sou¢inem generované uplny, nazyvame Hilbertiv prostor.

Priklad 5.1.7. Nejjednodus$im piikladem Hilbertova prostoru je koneénéroz-
mérny prostor Iy uspofddanych m-tic realnjch nebo komplexnich &isel, jestlize
definujeme pro x = (1, x2,... ,Zm), ¥y = (Y1, Y2, - - - , Ym ) skaldrni soudin vztahem

m
(.’E, y) = Z xkyik‘
k=1

Snadno se ukaze, ze souéin ma potiebné vlastnosti z Definice 5.1.2. Proto plati
Cauchyho nerovnost

‘ ixkﬂ‘ < (i|xk|2>1/2. (zm:|yk\2)1/2 ) (5.7)
k=1 1 —

Uplnost prostoru ls" je disledkem tiplnosti R a C, protoze konvergence v tomto
linearnim prostoru je konvergenci ,,po soufadnicich®.
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Historickd poznamka 5.1.8. Existuji tvary nerovnosti (5.1), spojované s nékolika
jmény; to mé nasledujici kofeny: L. A. CAUCHY (1789 — 1858) odvodil r. 1821 nerov-
nost (5.7), kterd je Schwarzovou nerovnosti (5.1) v konkrétnim Hilbertové prostoru.
V. JA. BUNJAKOVSKIJ (1804 — 1889) dokézal integralni variantu nerovnosti r. 1859. Ne-
zévisle na ném k ni dospél r. 1875 také H. A. SCHWARZ (1843 — 1921), ktery ji pak
zobecnil r. 1885 i pro ptipad vicerozmérného integralu.

Cviceni 5.1.9 (Cauchy 1821%). Necht zj, yx, K = 1,...,m, jsou nezdporna ¢isla.
Dokazte pfimo (bez odvolani na Schwarzovu nerovnost), ze pak plati
m m 172 1/2
> wpyr < (Z mi) : (Z yi) : (5.8)
k=1 k=1 1=1

Néavod: Pro ||y|| = 0 tvrzeni plati. Zvolte libovolné z, & € R a y # 0. Z nerovnosti
> (e + ayk)? > 0, plyne, 7e pro diskriminant kvadratické rovnice s neznamou o

m

m m
Zmi—&—&xekyk—i—aQZyz =0
1 1 1

musi byt nekladny.

Pfiklad 5.1.10 (dulezity). Ozna¢me symbolem [y systém vSech posloupnosti
x = {x} redlnych nebo komplexnich &isel xy, k € N, pro néz plati

oo

> Jal? < o0 (5.9)

k=1
Snadno 1ze nahlédnout, ze [y je vzhledem k pfirozenym definicim sc¢itani ,,Clen
po ¢lenu® a nasobeni skalarem ,,¢len po ¢lenu“ linearni prostor: pro kazdé x € Iy
ziejmé plati rovnost Y po | |axg|? = |a|?* Y op, |zk|?, 2z niz plyne az € lr. Pro
libovolnd dvé ¢isla a,b vyplyva snadno z nerovnosti (Ja| — [b])? > 0 jednoduchy
odhad 2|a||b] < |al? + |b]?, takze

la + 6% < |a|® + 2|a||b| + |b]? < 2(|a|® + |b]?) . (5.10)

Aplikujeme-li nerovnost (5.10) na xy, yx a seCteme pro vSechna k € N, dostaneme

o0 oo oo
D lwk+ul® < 2<z:|33k|2 + Z|yk\2> <o,
k=1 k=1 k=1

coz dokazuje, ze prostor Iy je uzavieny vzkledem ke s¢itani. Chceme-li ukazat, ze
o0
(€,y) = 11 + T2+ = Y Tk »
k=1

definuje na Iy skalarni soucin, stac¢i dokazat jeho konec¢nost pro kazdé dva prvky
z,y € lo. K tomu staci dokézat nasledujici lemma.

Lemma 5.1.11. Pro kaZdé dvé posloupnosti x,y € ls plati nerovnost

o0 oo / oo
> lwrye| < (Z kaP)l " (Z |yk|2)1/2. (5.11)
k=1 k=1 k=1

Diikaz. Staci uvazit, ze podle (5.7) plati nerovnost s koneénymi soucty pro kazdé
m € N. V nerovnosti (5.7) pfejdeme k supremu pfes véechna m € N nejprve na
pravé strané a tak dostaneme na pravé strané nekonecné rady; pak udélame totéz
na levé strané a po odmocnéni obdrzime (5.11). O

Omezeni (5.9) zarucuje, %e pracujeme pouze s posloupnostmi, pro které jsou
prislusny skalarni soucin a odpovidajici norma konecné. ProtozZe jiz vime, ze I je
prostor se skalarnim soucinem, je prirozené se ptat, zda je tento prostor uplny,
tj. zda je Hilbertovym prostorem. To se vétsinou dokazuje v daleko obecnéjsim
kontextu, neni vSak obtizné to dokazat ptimo z definice.
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Véta 5.1.12. Prostor ls je uplng a je tedy Hilbertovym prostorem.

Diikaz. Pro praci s posloupnostmi prvki z [ zavedeme dalsi index n pro ,,celou
posloupnost® a misto z,, = {1, Tna, ... } budeme psat pomoci dvojitych indexid
{zpk}. Pro cauchyovskou posloupnost {z,,} prvki (posloupnosti) z,, € Iy plati:
ke kazdému ¢ > 0 existuje p € N tak, ze pro vSechna m,n > p

i 1/2
2 — @nll2 = (mek—xnkﬁ) <e. (5.12)
k=1

Protoze s¢itdme nezdpornd Cisla, plati pak i €,k — Tnk| < € pro kazdé k € N
a tak {z,1 152 je pro kazdé k € N cauchyovska posloupnost. Tyto posloupnosti
yindexované parametrem k“ konverguji stejnomérné vzhledem ke k£ € N k néjaké
posloupnosti 29 = {zox }. Vzhledem ke stejnomérnosti v k € N lze zaménit v (5.12)
limitni pfechod pro n — oo se s¢itanim rady vzhledem ke séitacimu indexu k, a
tak ,limitovat vzhledem k n“ za znamenim sumy. Dostaneme tak podle varianty
Véty 15.3.3 z [67] z (5.12) odhad ||z, — || < e. UkaZme jesté, Ze tato posloupnost
xg lezi v prostoru ly. Pro ¢tverec normy xg, plati odhad

2ol < llzo — 20 + 20 )|* < 2(lwo — @a® + 2all?)
coz dava xg € Io. O

Poznamka 5.1.13. Ctenaf patrné zna obecnou vétu o ziplnéni metrickych prostort.
Uvedme bez ditkazu, ze kazdy prostor se skaldrnim sou¢inem lze zaplnit a Ze toto zpl-
néni je Hilbertovym prostorem: tak lze kazdy unitarni prostor X vnofit ,pfirozenym
zpusobem® do néjakého Hilbertova prostoru H, ktery neni ,prili§ veliky“, takze pro néj
plati X = H.

Priklad 5.1.14. Nyni mame k dispozici jeden velmi dtlezity pfiklad Hilbertova
prostoru, ktery nemd kone¢nou dimenzi. Je mozné, Ze je pouze specialnim pfipa-
dem obecnéjsi situace, se kterou jste se jiz setkali. Uvedeme bez dikazi néktera
dalsi dalezita fakta, navazujici na latku z teorie miry a integralu, kterd pozdéji
pouzijeme. Tykaji se prostori L2. Budeme pracovat s prostorem (t¥id) funkci, pro
které je pro —oo < a < b < o0

b
I1913:= [ 1P < oo, (5.13

Oznacime L((a, b)) prostor t¥id realnych (resp. komplexnich) funkei definovanych
A-skoro vSude na (a, b), pro néz plati (5.13). Zde pracujeme s tiidami funkci podle
rovnosti A-skoro vSude, kde A je Lebesgueova mira v R, bézné se vSak nerozlisuje
mezi témito tfidami a funkcemi, které je reprezentuji. Tento prostor je vzhledem
ke skalarnimu soucinu definovanému pomoci

b .
(f.0) = / F(t) g0 dt . (5.14)

prostorem se skalarnim souc¢inem. Tzv. Hdélderova nerovnost mé pro tento speci-
alni pripad tvar

/ab|f(t)g(t>\dt < (/ab\f(t)|2dt)1/2- (/ab\g(t)fdt)m .

Pro dalsi vyklad je zejména podstatné, ze Lo((a,bd)) je Hilbertiv prostor, tj. ze
je uplny. Toto tvrzeni, které je mimotradné dilezité, dokazovat nebudeme. Pozna-
menavame, ze pravé v ném hraje prominentni roli Lebesguetiv integral.

Shriime tedy vSechny tyto pfipomenuté poznatky do nésledujiciho tvrzeni:
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Véta 5.1.15. Prostor L2((a,b)) je dplng, separabilni a je to vzhledem ke skaldr-
nimu soudinu definovanému pomoct (5.13) Hilbertiv prostor.

K uvedenym prikladim se jesté vratime, nyni dokazeme nékolik obecnych
tvrzeni o Hilbertovych prostorech.

Lemma 5.1.16. Necht H je Hilbertiv prostor, yo € H. Zobrazeni x — (z,yo),
x — (yo,x), © — ||z|| jsou (p7i pevné zvoleném yo) stejnomérné spojita na H.
Zobrazeni [z,y] — (z,y), kde dvojici [x,y]| prifazujeme hodnotu skaldrniho sou-
éinu (x,y), je spojité zobrazeni H x H do C (resp. R).

Dikaz. Zacneme se stejnomérnou spojitosti vSech t¥i zobrazeni z prvni ¢asti tvr-
zeni najednou. Snadno uzitim (5.1) dostaneme odhady

(@, 90) = (w0, y0)| < llyoll |z — ol , (%0, %) = (w0, z0)| < g0l [l = zoll ;
z trojuhelnikové nerovnosti dostaneme
[zl = llzoll | < llz — ol -

7 téchto nerovnosti vyplyva stejnomérna spojitost vSech tii zkoumanych zobrazeni
(zobrazeni jsou dokonce lipschitzovskd). Nakonec dokdzeme spojitost skalarniho
sou¢inu. Snadno ovéfime primym vypoctem

({I,‘ —20,Y — yO) = (xay) - (.’L’,yo) - (l’o,y) + (1’07’!/0) =
= (xay) - (xovyO) - (1’ - anyO) - (x()vy - yO) ;
z ¢ehoz dostaneme pomoci (5.1) a jiz odvozenych nerovnosti
| (,9) = (z0,50) | < llz = @oll ly = woll + lzoll lly — yoll + [Iyoll |z — ol|,
a tedy i prvou ¢ast tvrzeni. O
Tvrzeni 5.1.17. V Hilbertové prostoru H plati pro kaZdou dvojici prvki x,y € H
lz + gl + llz =yl = 2(l=]|* + [ly[*) - (5.15)
Diikaz. Staci seCist rovnosti
2 +yl* = (z,2) + (2,9) + (y.2) + (4,9) .
lz = ylI? = (z,2) — (z,9) = (y.2) + (y,9),
a po upravé dostaneme okamzité (5.15). O

Poznamka 5.1.18. Je zajimavé, Ze timto vztahem je ,hilbertovskd norma“ plné cha-
rakterizovana. Kazdou normu s pravé popsanymi vlastnostmi lze generovat pomoci vhod-
ného skaladrniho soucinu. Napf. jde-li o normovany linearni prostor nad R, stac¢i polozit
(pfedchozi rovnosti nyni ode¢teme)

2 .2
(0,9 o= I~ o =l

V ,komplexnim ptipadé“ je to trochu slozitéjsi; tento fakt vsak nebudeme v dalsim k ni-

¢emu potfebovat, je vSak uziteéné ho znat. Geometricky je podminka (5.15) zajimava
a byva nazyvana rovnobéznikové pravidlo. Doporucujeme ¢tenari nacrtnout si obrazek a
uvazit, co vime v rovnobézniku o vztahu délek jeho stran a thlopricek. Konecné stoji
za pov§imnuti, Ze podminka se ovéfuje v (maxim4lné) dvourozmérném podprostoru ge-
nerovaném prvky z,y. Je-li tedy kaZdy nejvyse dvourozmérny podprostor uplného nor-
movaného linearniho prostoru Hilbertovym prostorem, je také cely prostor Hilbertovym
prostorem.

Véta 5.1.19. Necht M je neprazdné, konvexni a uzaviend podmmnozina Hilber-
tova prostoru H. Potom pro kaZdé x € H existuje pravé jedno y € M tak,
Ze ||z — y|| = dist(z, M).
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Diikaz. Existuje posloupnost {y,} € M tak, ze ||x — yn|| — d := dist(z, M).
Potom z (5.15) plyne vzhledem k ||ym, — ynll = || (Ym — ) — (yn — z) || odhad

Iy = @) = (= 2) 7 =2 (lyn = 2l + lym — 217) = g +ym — 22> =
‘yn+ym _wHQ
2

2 (llyn = 2l + lym — 2I?) — 4| <

<2 (llym = l? + llyn — 2[?) — 4%,
z néhoz plyne, Ze posloupnost {y,} je cauchyovskd. Oznacme jeji limitu y; je
Yn — Y, y € M a |z —y|| = d. Pokud by existovaly dva prvky y, z s touto

vlastnosti, musela by podle pfedchazejici ivahy byt téz cauchyovska posloupnost
{y, 2,9, 2,... }. Musela by tedy byt i konvergentni, z ¢ehoZ jiz plyne y = z. O

Oznaceni 5.1.20. Jestlize pro z,y € H plati (x,y) = 0, iikdme, Ze z,y jsou
ortogondlnt; piSeme pak x L y. Jestlize pro vSechna x € A,y € B je x | y, piSeme
A 1 B a mnoziny A, B nazyvame téz ortogondini. Mnozinu vsech y € H, pro
které je y 1 A (tak zkracens zapisujeme {y} L A), zna¢ime A+; podobné piseme
ot misto {z}+.

Poznamka 5.1.21 (dulezitd). Z linearity skaldarniho soucinu a jeho spojitosti
plyne, ze pro kazdé x € H plati:

(1) xt je linedrni podprostor H a (2) x*je uzavieny.
Odtud jednoduse plyne nésledujici tvrzeni:

Dusledek 5.1.22. Mnogina M+ = N ceM xt je uzavieny podprostor H pro kaz-
dou mnozinu M C H.

Véta 5.1.23. Necht M je uzavieny linedrni podprostor v H. Potom existuje dvo-
jice linearnich zobrazeni P, @)

P:H—M, Q: H— Mt (5.16)
takovych, Ze pro vSechna x € H plati:
1) z = Pz + Qx;

2 xeM = Px=zx, Qr=0;

4) zobrazeni P, ) jsou urcena jednoznacné;

5

(1)
(2)
8) xe M+ = Px=0, Qrv=ua;
(4)
(5) ||z — Px| = dist(z, M);

(

6) [|l2[* = [IPz]|* + [|Q[|*.

Dikaz. Je-li x € H, je v + M := {z + y; y € M} konvexni uzaviend mnozina.
Polozme Qxz: = z pro to z € x + M, pro jehoz normu plati

|2]| = ||z — 0|| = dist(0, 2 + M) = dist(x, M);

Véta 5.1.19 zarucuje existenci a jednoznacnost takového prvku z. Déale definujme
Pz rovnosti Px: = x — Q. Pak zfejmé plati rovnost (1). Z Qz € © + M plyne
Pr=x—-QreMatedy P: H— M.

Ukazme, ze (Qz,y) = 0 pro vSechna y € M; to ale staci ukdzat pro ta y, pro
néz ||ly|| = 1. Z definice Qx = z plyne pro kazdy skalar «

212 = (2,2) < ||z —ay|*, atedy 0<-—afy,2)—a(zy)+la.
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Dosadime a = (z,%), z éehoz po tpravé obdrzime 0 < —|(z,y)|?. Odtud jiz vy-
plyvé rovnost (z,y) = (Qz,y) = 0. Tim jsme ovérili, Ze zobrazeni P, ) zobrazuji
H dle (5.16). Ziejmé téz plati (2) a (3).

Rozlozme x € H na souet © = x1 + 2, kde x; € M, x5 € M. Potom je

Pr+Qr=xy+xz2, vrTesp. Pr—x1=x2—Qx.
Pak ale Pr —x1 € M, 20 — Qz € M+ a
(Pm_-rth _Qx> = (P$7‘T2)+(.’171,Q‘T) - (1'1,1'2) - (P.’E,Q.’E) =0

a tedy Pr = x1, Qx = x2 ; tim je dokdzana jednoznac¢nost. Pouzitim analogické
uvahy o rozkladu pro linedrni kombinaci ax + By dostaneme linearitu P, Q: Je

azr + By = Plax + By) + Q(ax + By),
r = Pr+ Qu, y=Py+Qy,

a tedy

P(ax + By) — aPx — BPy = aQx + BQy — Q(ax + By) .

Odtud jiz plyne linearita obou zobrazeni.
Konecné zbyva zdivodnit posledni rovnost tvrzeni, ktera je opét disledkem
ortogonality:

|2 = [Pz + Qz|]? = (Pa + Q, Pa + Qa) =
— | Pal? + (P2, Qx) + (Qx, Px) +||Q|2 = | Pa])® + Qx|

Tim je dikaz celého tvrzeni dokoncen. O

Poznamky 5.1.24. (1) Predchéazejici tvrzeni 1ze zobecnit na koneény pocéet vzijemné
ortogonalnich uzavienych podprostora H.

(2) Pokud je M # H, pak existuje nenulové z € H, z L M, nebot pro z € H\ M je
z=y+zaz#0. Prostor M+ je tedy netrividlnim podprostorem H.

(3) Lineédrni zobrazeni A linearniho prostoru X do X, pro které plati

A®(z) = (Ao A)(x) = Az pro viechna z € X

se nazyvaji projekce (na A(X)). Zobrazeni P, Q jsou zfejmé (specidlni) projekce a na-
zyvajl se ortogondlni projekce prostoru H na M a M—.

Definice 5.1.25. Rekneme, 7e {z,; o € A} je ortonormdini systém (téz: orto-
normdlni mnoZzina), pokud

|za|l =1 pro vSechna o € A

a vektory x, jsou po dvou ortogondlni, tj. pouzijeme-li Kroneckerova symbolu
dag =1 pro o= a dog =0 pro a # 3, plati rovnost

(Tayxg) =0ap, a,B€A.

Definice 5.1.26. Maximalni ortonormalni mnozinu v Hilbertové prostoru H na-
zyvame ortonormdlni bdze Hilbertova prostoru. Podrobnéji: Je to takova ortonor-
malni mnozina B C H, pro kterou plati: je-li By ortonorméalni mnozina v H,
B C By, potom B = By.

Dvouslovny nazev ortonormdlni baze, se kterym v Hilbertové prostoru budeme
pracovat, je ,nedélitelny“. Béaze linedrniho prostoru 2) a ortonormélni béze jsou
podstatné rozdilné pojmy. Kazdy ortonormélni systém {x;} je tvofen linedrné
nezévislymi vektory. Je-li totiz ayz1 + - - - + oz, = 0, pak postupnym nasobenim

2) Nékdy se uziva pro rozliseni sirstho nazvu linedrni bdze nebo Hamelova bdze.
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prvky z1, ... ,x, dostaneme a3 = --- = o, = 0. Podstatny rozdil se vsak projevi
v nekonec¢né rozmérném prostoru.

Nésledujici latka spada do algebry, proto se omezime jen na jeji popis. Vznika
pfirozena otézka, jak lze ortonormalni systém v néjakém Hilbertové prostoru H
ziskat. Kazdy konecny linedrné nezavisly systém A prvka unitarniho prostoru
Ize nahradit ortonormalnim systémem B tak, aby pro jejich linearni obaly platila
rovnost Lin [ A] = Lin [ B]. To se prakticky provadi pomoci tzv. Gram-Schmidtova
ortogonalizacniho procesu. PTi ném se postupné z baze H sestrojuje ortonormalni
systém, pri¢emz kazdy krok procesu pfimo souvisi s konstrukei, se kterou jsme se
setkali ve Vété 5.1.23 a se kterou budeme jesté pracovat.

Je-li napf. {yx} nekone¢nd posloupnost linedrné nezavislych prvka H a jsou-li
jiz nalezeny ortonormélni prvky xi,... ,x, tak, Ze plati rovnost

Lin[zy,...,z,] =Lin{y1,... ,yn],

pak sestrojime k y, 11 prvky y a z podle Véty 5.1.23, kde je

n

y:Z<xaxk>xk7 2= Y,
k=1

a polozime x,1 = z/||z||. O linedrni bazi plati toto dulezité tvrzeni: V kazdém
linedrnim prostoru X ezistuje (linedrni) bdze, coz je podle definice takovd mnoZina
A linedrné nezavislych prvki, pro kterou linearni obal Lin[ A ] je roven X. KaZdy
linearné nezdvisly systém lze doplnit na bdzi.

Dikaz existence baze A se provadi napt. pomoci Zornova lemmatu ¢i podob-
ného aparatu. Poznamenejme, Ze baze A je mazimdlni mnoZinou linedrné neza-
vislych prvka v nésledujicim smyslu: Pokud existuje A; C X, A C A; a A je
linedrné nezavisla, pak A = A;.

Tvrzeni 5.1.27. KaZdou ortonormdlni mnoZinu B C H lze doplnit na maximdlni
ortonormdlni mnoZinu, tj. ortonormdlni bdzi.

Tato véta se dokazuje podobné jako véta o existenci baze linedrniho prostoru
na zakladé Zornova lemmatu nebo nékterého jiného tvrzeni s nim ekvivalentniho
(jsou to tvrzeni ekvivalentni axiomu vybéru). Ani tuto vétu dokazovat nebudeme.

Je vhodné si uvédomit, ze v ,algebraickém* pripadé€ pracujeme s konecnymi li-
nedrnimi kombinacemi bez jakékoli topologie, ve druhém vyuzivame i topologické
vlastnosti prostoru. Vagné feceno, pracujeme s nekonecnyms linearnimi kombina-
cemi. Proto téz obecné dimenze prostoru H, tj. mohutnost jeho bdze, muze byt
vétsi nez mohutnost jeho ortonormdini bdze. Uvédomte si rozdil mezi

Lin[A]=H a Lin[A]=H.

V R™ je ortonormdalni baze zaroven bézi, avSsak napi.v ,redlném“ Iy tvori

vektory e; = (1,0,...), e2 = (0,1,...), ... maximalni ortonormalni mnozinu B.
Linearni obal Lin [ B] této mnoziny je v8ak tvofen pouze takovymi posloupnostmi
x = (x1,22,...), pro néz je {k € N;x # 0} koneénd mnoZina. Vechny takové

posloupnosti tvori linearni podprostor prostoru lo, ktery je vlastnim podprostorem
lo. Naproti tomu pro kazdé x € 5 je

oo
x=(r1,29,...) = g rper, T Ely.
1

V tomto pfipadé ortonormélni baze B neni (linedrni) bazi l5.

Poznamka 5.1.28. Promyslete si nasledujici zobecnéni: Je-li A libovolnd mnozina, uva-
zujte charakteristické funkce ¢y jejich podmnozin U. Potom charakteristické funkce
jednobodovych mnozin jsou zfejmé linedrné nezavislé a jejich linearni obal tvori prostor
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charakteristickych funkci koneéngch podmnozin A. V linedrnim prostoru X vsech cha-
rakteristickych funkci podmnozin A umime pracovat bez obtizi (neméme potiZe s ope-
racemi), ty nastanou pii snaze o definici skaldrniho soucinu. Zamyslete se nad problémy,

X

které bychom museli fesit, pokud bychom definovali ,pfirozené“ pro charakteristické
funkce mnozin U,V C A skalarni soucin

(pusxv): =Y wu(®)ev(t).

teA

Tento problém vyfesime tim, Ze se omezime na specidlni ptipad separabilnich Hilberto-
vych prostort, dfive vSak dokadzeme jesté jedno dulezité tvrzeni, které plati obecné.

Véta 5.1.29 (Rieszova véta o reprezentaci). Je-li f je spojity linedrnd funk-
ciondl na Hilbertové prostoru H, pak existuje prdvé jeden prvek yy € H tak, Ze
pro vsechna x € H plati

f(@) = (z,y5).
Diikaz. Je-li f =0, polozime y¢ = 0. V opa¢ném piipadé je
M={zeH; f(z)=0}

uzavieny podprostor H, pticemz M~ # () (neboft M # H). Zvolme z € M*,
Iz]l = 1 a polozme

u= f(z)z — f(2)x.

Protoze je f(u) = f(x)f(z) — f(2)f(z) =0, jeu € M a (u,z) = 0. Odtud vyplyva
(u,z) = f(x)(z,2) — f(2)(x, z) = 0, z éehoz dostaneme

f(@) = f(2)(z,2) = f(2) (2, 2) = (z, f(2)2) .

Stadi tedy polozit yy = f(z)z. Jednoznacénost se dokéze jednoduse: Pokud existuji
dva prvky y, ¥’ s popsanou vlastnosti, pak pro vSechna x € H plati

0= (1'7y) - (.%'7y/) = (xay_y/)7
tedy i (y — ',y —v') = 0. Odtud plyne y = ¢/, ¢imz je dtikaz dokoncen. O

Lemma 5.1.30. Necht je prostor H separabilni a necht A je ortonormdlni systém
v H. Potom je systém A spocetny 3).

Dikaz. Jestlize ||z|| = ||y|| =1 a = Ly, pak
(Iiyaziy) = (I,ZL') - (‘Tay) - (y7$)+(y7y) =2 )

atedy § := ||z — y|| = /2. Protoze existuje spocetnd S takova, ze S = H, lze
pro kazdé z € A zvolit takové z, € S, Ze | x — z, || < §/3. Pro rizna x,y € A je

0= llz =yl < llz =2l +llze =2yl +llzy =y ll <20/3+ 2z = 2l

a tedy ||zz — zy|| > 0/3 a zobrazeni x — 2z, je prosté. Jelikoz existuje prosté
zobrazeni mnoziny A do S, je mnozina A spocetna. O

Umluva 5.1.31. Budeme pracovat s ortonormalnimi systémy vektorti v Hilber-
tové prostoru H; vsude v dalsim vykladu budeme bez upozornéni predpoklddat,
ze tento prostor H je separabilni. Hilbertiv prostor nemusi byt separabilni, tim
se vsak, jak jsme jiz vidéli, nékteré ivahy zkomplikuji. I kdyz jde o komplikaci
pouze technického razu, vyhneme se ji.

3) Tedy koneény nebo nekoneény spodetny, lze ho tedy indexovat prvky N, piipadné Z.
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Lemma 5.1.32. Necht {xx;k = 1,...,n} je ortonormdlni systém v Hilbertové
prostoru H. Potom pro libovolné skaldry aq, ..., o, z pole prislusného k H plati
n n
e $emin | <~ Soaun]|
k=1 k=1

Diikaz. Dokazeme, Ze plati

|2 =Y @aan |+ 1o = @an = |la = > ana | .
k=1 k=1

k=1

Spocteme nejprve

3

S o — (@) [P = (= (w,2x) {0k — (2, 20)) =
k=1

=
Il
—

I
M:

(|ak|2 — ag(x, rx) — ar(z, zx) + \(x»xk”z) =

e

sl

—

(|ozk|2 — ag(xg, ) — ar(x, z,) + \(:z:,a:k)|2) .

>
Il
—

Nyni jiz snadno dostaneme rovnost
n 2 n n
Hx— E akaH = (CB— E AT , T — E akmk) =
k=1 k=1 k=1

n n n
= [lzl® =) anler,z) = Y@ (z,2) + ) awl* =
k=1 k=1

k=1
n n
= el + Y — (an) | =D l@ @)
k=1 k=1

Druhy ¢len ve vyrazu na pravé strané rovnosti je nezaporny a nabyva hodnoty 0,
pravé kdyz plati

o = (z,z), k=1,...,n. (5.17)
Zbytek je zfejmy. O

Definice 5.1.33. Je-li {z); k € N} = {x;} ortonormalni systém v Hilbertove
prostoru H, pak ¢éislam (z, xy) fkdme Fourierovy koeficienty vzhledem k systému
{z1; k € N}. Budeme je znadit

)

(k) = (z,z), keN.

Dusledek 5.1.34 (Besselova nerovnost). Necht {xy} je ortonormding systém
v (separabilnim) Hilbertové prostoru H a necht © € H a Z(k) = (z, ). Potom
plati

> @R <l (5.18)
k=1

Dikaz. K (5.18) dospéjeme takto: je-li H Hilbertav prostor a {zx; k=1,...,n}
je ortonormalni systém v H, odvodili jsme pro kazdé x € H

n n n
lz = anael® = llzl® + Y o = (@, @) P =D |, @) -
k=1 k=1 k=1
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Odtud dostavame volbou Fourierovych koeficientit na misté ay,

n

n n
Dol e = el —lle =Y (wan)anll’, atedy Y [(z, 2 < [lz)®
k=1

k=1 k=1
Piechodem k supremu na levé strané plyne odtud (5.18). O

Poznamka 5.1.35 (dulezita). Vzhledem k tomu, Ze méme k dispozici pojem
konvergence v Hilbertové prostoru, lze snadno definovat soucet fady prvka H.
Vime totiz, jak definovat y,,: = >, ) a kdy y, — y. Mzeme tedy zachézet
s fadami v H, aniz budeme budovat rozsahlejsi teorii. Budou nas zajimat fady
specidlniho tvaru. Je-li B = {z} ortonormdlni mnozina v H a konverguje-li fada

0o
E ATk ,
k=1

k y € H, pak pro y,, = Z:;l apzy je ziejmé ag = (Ym, Tk) a

m

m
lym | =D Nym i) = o]
k=1

k=1

Odtud plyne, Ze pokud fada konverguje k y, musi platit

oo
Dl = Iyl
k=1

neboli v Besselové nerovnosti nastava rovnost a posloupnost {ay} je prvkem Ilo.
Snadno téz nahlédneme, 7e p¥i daném ortonormélnim systému {x} je prvek
Y peq (@, x) ) jednoznacné uréen pomoci 7 : k — (z,zx), k € N.

Rovnost Z(k) = (x, z) definuje spojity linedrni funkcional a proto je zobrazeni
F : H — Iy, pfifazujici x — 1, linedrni. Z nerovnosti

> @) = gR)P < Jlz —y)?
k=1

plyne, Ze toto zobrazeni F je spojité.

Dilezitou otazkou je zkoumat, zda a kdy je v predchozim kontextu F' zobraze-
nim na [y a izometrii. Dikaz nasledujici véty se zda lehky jen proto, Ze pracujeme
s uplnym prostorem.

Véta 5.1.36 (F. Riesz, Fischer 1907). Necht {z;} C H je ortonormdini sys-
tém a necht p(k) € ly. Potom existuje y € H tak, e je ¢ =7, fada Y, p(k)xy,
konverguje v H a plati

Il = (3 letwR) .
k=1

Diikaz. Ozna¢me y,, := > ,_, p(k)z. Potom pro m,n € N, m > n, plati

lom —wn 2= (3 eB)an, Y e)m) = 3 |eth)|*.
k=n+1 k=n+1 k=n+1

Protoze vsak fada > .-, |¢(k)|* konverguje, je posledni soucet v predchozim
vztahu libovolné maly pro vSechna m > n, jakmile je n € N dostatecné velké.
Je tedy {yn} cauchyovskd posloupnost, kterd v Gplném prostoru ly konverguje
k néjakému y € Iy, ¢imz je dikaz dokoncen; zde jde prakticky o odhad zbytkem
konvergentni fady po n-tém clenu. O
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Dokazali jsme tedy, ze s ohledem na uplnost H je zobrazeni F' : H — Iy
vzdy na. Nas samoziejmé nejvice zajima, kdy lze kaZdé x € H v separabilnim
(nekonecénérozmérném) Hilbertové prostoru vyjadiit pomoci uréité ortonormalni
mnoziny D = {zx}, a to ve tvaru

oo
= e

k=1

coz je Fourierova fada v H vzhledem k ortonormalni mnoziné D.

Na zavér naSe poznatky shrneme do jediné véty a uvedeme je do vzajemné
souvislosti. Pak si jiz jen uvédomime, co odtud z vybudované abstraktni teorie
dostaneme pro ,klasické“ Fourierovy rady.

Véta 5.1.37. Necht B := {wy} C H je ortonormdlni v H. Ndsledujici podminky
jsou ekvivalentni.

(a) B je ortonormdlni bdze Hilbertova prostoru H ;

(b) wvSechny konecéné linedrni kombinace prvki z B tvori hustou podmnoZinu H,
tj. Lin[B] = H;

(c) jestlize pro vSechna wy, k € N, plati (x,wy) =0, pak x = 0;
(d) pro vsechna x € H je x = ;o (z, w)wy;

(e) pro vSechna x,y € H je

(.y) = > 2(k)G(k) -

k=1

(f) pro vsechna x € H plati tzv. Parsevalova rovnost
o g (2
Izl = > | 2(k) | (5.19)
k=1

Diikaz. DokéZeme postupné sérii implikaci (a) = ... = (f) = (a).

(a) = (b) : Zfejmé je Lin [ B] linedrni podprostor H a proto je Lin [ B | uzavieny
line4arni podprostor H, nebot snadno ovéfime, Ze

Tp =T, Yp =Y = Tpn+Yp =T +Y,...;

operace s¢itani a nasobeni skaldrem ve zfejmém smyslu spojité na H. Pri

B n
Lin[B] # H je Lin[B]| netrividlni a tedy B neni maximalni, coz dava
ekvivalentni vyrok non (b) = non (a).

(b) = (c) : Jestlize plati (z,wy) = 0 pro vSechna k € N, je i (z,y) = 0 pro kazdé
y € Lin [ B] a ze spojitosti skaldrniho souc¢inu i pro kazdé y € Lin[ B] = H,
tedy jei (z,z) =0axz=0.

(¢) = (d) : Pro kazdé w; € B a kazdé x € H dostavame

oo

(x = (@, wi)wy wz) = (z,w) — i(%wk)(me) =

k=1 k=1
= (mawl) - (xawl) =0,

coz dava potiebné tvrzeni.
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(d) = (e) : Pro kazdé dva prvky z,y € H dostavime

oo

(z,y) = (Z(wk,x)wk, i(wl»y)wl) =

k=1 =1

(2, W) (Y, W) -

NE

3
ﬂ‘

= Z(z,wk, ) (Wi, wi) (y, wi) =
[k,1]

(e) = (f) : Nyni sta¢i do tvaru z (e) dosadit z = y.

(f) = (a) : Budeme postupovat sporem: Piedpoklddejme, Ze existuje nenulové
z € H\ B, ||z|| = 1. Uvazujme ortonorméalni mnozinu B; = BU{z}. Pomoci
(f) a Besselovy nerovnosti dostaneme

oo oo
1207 =Y 1z we) P < D Iz wi)]? + 1(z,2)7 = |||
k=1 k=1

Nalezeny spor ukazuje, ze B je maximalni.
Tim je dikaz ,kolecka implikaci“ a tedy i tvrzeni véty dokoncen. O

Priklad 5.1.38. Teorii, se kterou jsme se seznamili, 1ze aplikovat na klasicky pti-
pad Fourierovych fad. Je vSak nutna jista opatrnost souvisejici s tim, ze jsme po-
uzivali nékterd oznaceni ve dvojim vyznamu (napf. Fourierovy koeficienty apod.).
V dalsim budeme uzivat oznaceni £,(2m) pro 2m-perodické funkce z prostoru
(tfid) funkei £,, tj. funkci s konvergentnim Lebesgueovym integrdlem na inter-
valu (—m, 7).

Systém funkei {1, coskz, sin kx}g2, je tvofen funkcemi v Lo(27), které jsou
ortogonalni; tyto funkce vsak nejsou ortonormalni. Odpovidajici ortonormalni sys-
tém je (pracujeme s normou z Lo(27)!)

{ 1  coskx sinkx }00
\/27'('7 ﬁ ’ \/77'
ProtozZe trigonometrické polynomy tvoii hustou podmnozinu L5(27), je splnéna
podminka (b) z Véty 5.1.37, a tedy i kterdkoli z podminek téze véty.

Pro Fourierovy koeficienty ve smyslu teorie Hilbertovych prostori plati napt.

coskx 1 i
(f, 7) = 7= f(t) coskt dt

takze odpovidajici koeficient a, v ,klasické teorii“ je roven tomuto Cislu az na
faktor 1/4/m. Obdobny vztah plati i pro ostatni koeficienty; pfipomernime jesté, ze
yabsolutni ¢len“ jsme v klasické teorii psali ve tvaru ag/2.

Pro funkci z £5(27) tak dostaneme rovnost (a je realné ¢islo)

are 2 lao]* | & 2 2
[ irora =n( 0 S + ). (5.20)
@ k=1

k=1

kterd je pouze piepisem Parsevalovy rovnosti (5.19) z podminky (f) z Véty 5.1.37.
Tuto rovnost lze vyuzit napiiklad k vypocétu normy funkce f v Lo(27), zndme-li
jeji Fourierovy koeficienty a umime secist fadu na pravé strané rovnosti (5.20),
nebo k se¢teni hodnoty téze fady v pfipadé, ze naopak zndme hodnotu integralu
v (5.20) vlevo.

Oznadime-li a}, b}, k € Ny Fourierovy koeficienty funkce g € £2(27) a bu-
deme-li predpokladat, Zze obé funkce f,g jsou realné, mizeme pro né odvodit

vzorec 42
a+2m a a/ s
/ F(t) g(t)dt = 7r( 02 O+ (ana + bkbg)) .
@ k=1
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Ctenaf si jiz veelku snadno ,,pielozi® dalsi vysledky.

Pro funkce z L£(27) vychézi tedy celd teorie velmi elegantné a jejich Fou-
rierovy fady konverguji bodové skoro vsude ve smyslu Lebesgueovy miry. Vyse
popsanymi prostiedky vSak presnéjsi informaci o mnoziné bodd, v niz fada kon-
verguje, nemame. Tu pfi vyluéném pouziti teorie Hilbertovych prostora ziskat
nemuzeme.

Piiklad 5.1.39 (Legendreovy polynomy). VySe probrand teorie vSak dava
jistou informaci napf. pro rizné systémy ortogonalnich polynomi. V obecné po-
loze jde o vySetfovani systému funkci, jejichz skaldrni soucin je definovan vzorcem

- / V() F(t) gDt |

kde (a,b) C R je jisty interval a V je kladnd (a kone¢nd) funkce na (a,b); ta se
nazyva vdha. Pro priblizeni téchto specialnich t¥id si blize vS§imneme ortogonal-
nich polynomi. které se nazyvaji Legendreovy polynomy. V tom piipadé je (a,b)
omezeny interval v R a vdha V' je identicky rovna 1. Podrobnéjsi informaci nalezne
zvidavy tendf v [34].

Oznacime hledané Legendreovy polynomy symbolem P,, kde n je stupen po-
lynomu P,. Zfejmé lze P, zapsat jako n-tou derivaci polynomu @, , ktery je
stupné 2n. Potom pro kazdy polynom R stupné nizstho nez n plati (uzivdme
metodu per-partes)

/P dt—/ QM(t
= [QUVMR(E) — QT DR () + -+ + Qu() RV (1)])_

Z podminky ortogonality plyne, ze by tento vyraz mél byt roven 0. To nastane na-
priklad tehdy, jestlize bude mit polynom @,, za n-nasobné koteny krajni body a, b.
Definujeme tedy Q,,(t) = A, (t—a)™(t—b)", kde dle zvyku klademe A,, = 1/(2"n!),
takze

1 d” .
Palt) = oy g (= a)(t =)
Plati
/P2 t)dt = /Q<" M) dt =
— [QMQLY — QUIQE=D 4 ... £ QE1Q, ] / Q) (1)Qu (1) dt

Zavorka je rovna 0, takze vpravo zbude posledni integral, ktery je roven

nj. b
22(2(71),')2/ (t—a)"(t—b)"dt .

Dalsi n-nasobna aplikace metody per-partes da

b 2n+1
2 o (b - a)
/a P (t)dt = 22n(2n 4+ 1)

Polozime-li (a,b) = (—1,1) a ponechdme-li vSechno ostatni oznaceni, dostaneme

Pty = @2y, / P2(t)dt =

2nnl dx 1 2n+1°

Pro tyto polynomy lze odvodit riizné rekurentni formule; srv. napi. [34], Véty 212
a 213:

(1 + 1) Poss(t) — (20 + 1)tPy(t) + nPay(t) = 0,
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odkud vyplyva

31 5t 3
Py(t) =1, Pi(t)=t, Po(t) = — =, Py(t) = — — °t, ---.
o(t) =1, Pi(t) =t, B(t) = — — 5, B(t) = o — 51,
Legendreovy polynomy splnuji pro vSechna n € Ny diferencidlni rovnici
(1 —t3)P/(t) — 2tPL(t) + n(n+ 1)P,(t) = 0.

Pi#iklad 5.1.40 (Cebysevovy polynomy). Tyto polynomy tvoii rovnéz orto-
gondlni systém v (—1,1) vzhledem k vaze V(t) = (1 — t?)~1/2. P¥istup k nim
je ruzny. Jsou to naptiklad polynomy s koeficientem 1 u ,nejvyssi mocniny* x™,
které nejlépe aproximuji v suprémové normé identicky nulovou funkci na intervalu
[—1,1]. Lze je vyjadfit vzorcem

1
To(t) =1, T,(t) = o1 cos(n arccost) .

Jiny pfistup k ortogonalnim polynomim je mozny pres tzv. vytvorujici funkce.






